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ІМОВІРНІСНІ ХАРАКТЕРИСТИКИ ТЕРМОПРУЖНОГО ПОЛЯ У ВИПАДКУ 
КУСКОВО-ОДНОРІДНИХ ЦИЛІНДРИЧНО-АНІЗОТРОПНИХ ПЛАСТИН 
 
В межах кореляційної теорії знайдені основні імовірнісні характеристики стохастичного 

термопружного поля для необмеженої циліндрично-анізотропної пластинки, що складається з n+1-го  
однорідного шару. 

 
Зносостійкість та довговічність деталей, які в процесі експлуатації піддаються впливу випадкових 

температурних полів, залежить від імовірнісних характеристик термопружних полів, які при цьому виникають. 
Особливий інтерес становлять стохастичні термопружні поля в композитних матеріалах, які все більш широко 
використовуються в машинобудуванні.  

Дослідження нестаціонарних температурних полів в кусково-однорідних пластинах методом гібридних 
інтегральних перетворень були розпочаті Б.М. Богатирьовим і М.П Ленюком [1] на основі розробленого 
останнім вказаного методу. В подальшому, метод гібридних інтегральних перетворень був застосований для 
дослідження динамічних термопружних полів [2]. Дослідження імовірнісних характеристик термопружних 
полів були розпочаті одним з авторів даної роботи і виконані для кусково-однорідних пластин, що володіють 
різними типами симетрій, зокрема, двоскладової необмежено тонкої пластини [3], для тонкої плоскої пластини, 
що має  точок спряження (обмеженої, необмеженої та напівобмеженої [4]), пластини, що має форму 
багатошарового кусково-однорідного круга [5]. У даній роботі наведено результати досліджень імовірнісних 
характеристик термопружних полів для необмежених кусково-однорідних циліндрично-анізотропних пластин.  

n

Розглянемо (n+1)-складову необмежену пластину )},(...),(),(:{ 12110 +∈= nnn RRRRRRrrP ∪∪∪ , 

де , , яка має циліндричну анізотропію по відношенню до пружних сталих і має при 00 =R ∞=+1nR 0≤t  

нульову температуру. Нехай при  в пластині діють неперервно розподілені, випадкові в часі, теплові 
джерела. 

0>t

Для визначення стохастичного нестаціонарного температурного поля, яке виникає в пластині  

маємо задачу побудови обмеженого в області 
nP

)},0(,:),{( ∞∈∈= tPrtrD nn  розв’язку сепаратної системи 
рівнянь теплопровідності В-параболічного типу [6]: 
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з нульовими початковими умовами та умовами неідеального термічного контакту 
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Детермінований розв’язок задачі (1)-(2) будується методом інтегрального перетворення Фур’є-Бесселя 

на полярній осі з n точками спряження [2]: 0≥r
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де ),,( ρτ rtH ik −  – функції впливу, що визначаються за формулами [2]: 
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Припустимо, що функції  можна подати у вигляді добутку ),( trfk )()( tgr kk ⋅ψ , де )(rkψ  – 

детерміновані функції, а  – стаціонарні в широкому розумінні випадкові функції часу, або у вигляді суми 
таких добутків. 
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детермінований розв’язок (3) задачі (1)-(2) набуде вигляду 
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Внаслідок лінійності задачі (1)-(2) можна вважати, що математичне сподівання для стаціонарних 

функцій на кожному сегменті дорівнює нулю, тобто, 0)]([ =tgM i , 1,1 += ni . Тоді для математичного 

сподівання детермінованого розв’язку  можна записати ),( trTm
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Для компонент кореляційної функції нестаціонарного температурного поля одержуємо вираз [7] 
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де ),(~),(~
2121 ττττ

ki ggik KK ≡  – елементи кореляційної матриці випадкового процесу, яким обумовлена  

інтенсивність теплових джерел, 1,1, += nim .   
Звідси випливає наявність кореляційної матриці стохастичного нестаціонарного температурного поля 

),,(),,( 2121 ttrKttrK
imTTT = ,  1,1, += nim . При ttt == 21  маємо матрицю , 

яка визначає потужність стохастичного нестаціонарного температурного поля пластині. 

),,(),( ttrtr TT KD =

У випадку, якщо температурні поля, що породжені випадковими процесами  є незалежними, то )(tgi

0~ =ikK  для всіх , отже, в формулі для елементів кореляційної матриці (7) температурного поля 
залишиться тільки одна сума: 
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Формула (8) набуває ще більш простого вигляду, у випадку незалежності температурних полів ділянок 

, де ),( 1 ii RR − 1,1 += ni , а саме –  при 0=
jmTTK jm ≠ , тобто кореляційна матриця  має діагональний 

вигляд. 
TK

Детерміноване поле напружень в пластині, що породжується нестаціонарним температурним полем, 
описується функціями [6]:  
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де функції  є обмеженим на множині  розв’язком сепаратної системи рівнянь руху ),( trum nP
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на які накладено умови ідеального механічного контакту 
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В (9)-(11) прийняті наступні позначення: 
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ϕEEr ,  – модулі Юнга в радіальному і тангенціальному напрямках,  – температурні коефіцієнти 

лінійного розширення, 

tt
r ϕαα ,

ϕϕ νν rr ,  – головні коефіцієнти Пуассона (для ізотропного шару ϕϕ νν rr = ). 
Розв’язок задачі (9)-(12) будуємо методом гібридного інтегрального перетворення Фур’є-Бесселя на 

полярній осі  з  точками спряження [8]. Наявність спектральної функції 0≥r n ),()( βrW k , вагової функції 

)(rσ  і спектральної густини )()( βkΩ дає можливість визначити пряме (13) і обернене (14) гібридні 
перетворення Фур’є-Бесселя: 
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Застосовуючи перетворення (13) до рівнянь руху (11), ми дістанемо алгебраїчне рівняння для визначення 
образу ),(~ tu β функції  при перетворенні (13): ),( tru
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Розв’язуючи (15) відносно ),(~ tu β  і застосувавши обернене перетворення (14), одержимо 
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Підставляючи в (16) функції , що визначені в (5), одержимо функції , ),( trTm ),( trui ),(, trirσ , ),(, triϕσ : 
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Функції впливу у формулах (17) – (19) мають вигляд 
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Внаслідок (6) математичне сподівання 

 

0)],([ )( =trUM sik , 1,1 += ni ,  3,2,1=s .  
 

Звідси для кореляційної матриці стохастичного квазістатичного термопружного поля одержуємо вираз 
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Таким чином, ми одержали вирази для елементів кореляційної матриці термопружного поля, яке 

породжено випадковими тепловими процесами в пластині. В силу складності і громіздкості перетворень, 
одержані формули не дозволяють провести точні обчислення навіть у випадку найпростіших (і одночасно 
найпоширеніших) випадкових теплових процесів, зокрема, для )( 12 ttK −= δ  (“білий шум”) і для 

|)|exp( 12 ttK −−= χ . Проте, одержані вирази є цілком придатними для проведення числових розрахунків і 
комп’ютерного моделювання описаних процесів. Результати такого моделювання та його аналіз автори мають 
намір привести у наступній роботі. 
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